
  

  

  فصل اول
  

  

  رابطه و تابع 
  

 
  هاي آموزشيهدف

  :پس از مطالعه و فراگيري اين بخش بايد بتوانيد 
  . زوج مرتب و رابطه را تعريف كنيد.1
  .توابع را مشخص كنيدهاي داده شده از ميان رابطه  تابع را تعريف كنيد و.2
  . قلمرو يا دامنه توابع داده شده را به دست آوريد.3
  .و تابع را تعريف كنيد برابري د.4
 با در اختيار داشتن دو تابع توابع جديدي از مجموع، تفاضـل، حاصلـضرب، خـارج               . 5

  .قسمت و تركيب آنها بسازيد و دامنه آنها را مشخص كنيد
 تابع حقيقي، تابع ثابت، تابع هماني، تابع خطي، تابع فاكتوريل، تابع قدر مطلق وتابع               . 6

  .جزء صحيح را تعريف كنيد
  . تابع فرد و تابع زوج را تعريف كنيد و براي هر يك مثالي بياوريد. 7
  . تابع نمايي را تعريف كنيد. 8
د و از شش قضيه لگاريتم در حـل مـسايل           ـت را تعريف كني   ـدد مثب ـ لگاريتم يك ع   . 9

  .استفاده نماييد
  .دي آن را با لگاريتم اعشاري بنويسي لگاريتم نپري را بيان كنيد و رابطه.10
 تابع مثلثاتي را تعريف كنيد و اتحادهاي مثلثاتي را بازخواني نماييد و نمودار توابـع                .11

yمثلثاتي cot x , y tan x , y cos x , y sin x= = =  . را در يك دوره تناوب رسـم كنيـد         =
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ا، توابع صـعودي، توابـع نزولـي و توابـع كرانـدار را              ـه يك، توابع پوش   ـ توابع يك ب   .12
  .الي بياوريدتعريف كنيد و براي هر يك مث

ه يك و پوشـا بـودن آنهـا را          ـن، يك ب  ـهاي معي ار داشتن توابع با ضابطه    ـ با در اختي   .13
  .كنيد مشخص

  . وارون توابع داده شده را درصورت وجود به دست آوريد.14
 وارون توابع مثلثاتي را تعيين كنيد و قلمرو و برد آنها را مشخص نماييـد و نمـودار                   .15

  .آنها را رسم كنيد
 
   رابطه وتابع .1
   مفهوم زوج مرتب1 .1

a} مجموعه 1 .1 .1 ,b}   ترتيـب   ،هاچون در تعريف برابري مجموعه    . گيريمرا در نظر مي 

مـا گـاهي نيـز لازم       ا.  اسـت  {b,a}عنصرها اهميت ندارد، اين مجموعه برابر مجموعـه       
 . در نظر بگيريم كه در آنها ترتيب اهميـت داشـته باشـد             ي با دو عنصر   يهااست مجموعه 

x)هندسه تحليلي، مختصات   مثلاً، در  , y)            يك نقطـه، نمايـشگر زوج مرتبـي از عـددها 
)نقطه . است , )غير از نقطه 31( ,    است13(

در . يميگـو ن را زوج مرتب مي    ـب معي ـ با ترتي  ء دوتايي اشيااي از   هـدست . تعريف 2 .1 .1

x)زوج مرتب  , y)،x      لفـه اول  ؤم(را مخـتص اول (  وy      را مخـتص دوم )ه دوم ـلف ـؤم (
  .ناميممي
a)دو زوج مرتب   .تعريف 3 .1 .1 ,b c,d) و ( aاگـر  تنهـا   اگر ويميگو را برابر مي ( c= 

bو d=.  

A مجموعه 4 .1 .1 {( , ),( , ) ,( , )}= 2 5 72 2  هاير يك از زوج   ـد ه ـريـرا در نظر بگي    3

)بـمرت , )و 22( , )و 52( ,  ـ ـه اس ـ ـن مجموع ـعضو اي  73( )يـت، يعن , ) A∈73  و 
( , ) A∈52 و ( , ) A∈22  ، چ يـك از    ـب، هي ـ ـهاي مرت ري زوج ـريف براب ـابر تع ـاما بن

)هاي مرتبزوج , )و 25( , ) نيست يعنيA عضو37( , ) A∉25 ،( , ) A∉37.  

  

   مفهوم رابطه 2 .1

  : خوريم مي هاي زير بري نظير عبارتهاي در رياضيات مكرر به عبارت1 .2 .1



3   و تابع     رابطه

x y<2   وxy = x و  5 y+ =2 2
4  

هاي مرتـب عـددهاي حقيقـي را        ي مشخصي از زوج   كه هر يك از آنها مجموعه             
x)هاي مرتبي مانند  كند، يعني مجموعه همه زوج    معين مي  , y)       كه در آن عبارت صـدق 

xه  ـب متعلق ب  ـسه زوج مرت  . دـنماينمي y+ =2 2
)نـد از  اعبارت 4 , )2 � ،( ,  و22(

( ,   .هاي مرتب هستند اهميت خاصي دارندكه اعضا آنها زوج هايي مجموعه.31(
ه ـه دوتايي يا يك رابط ـ    ـب را يك رابط   ـهاي مرت مجموعه از زوج   رـه .فـ تعري 2 .2 .1

x) يك رابطه باشد و    R اگر .ناميممي , y) R∈   ، نويسيم  نگاه مي آxRy  خوانيم   و ميx 
x يا وبرقرار است R رابطهy وx دارد يا بينy بهRرابطه ,R را بهyدهد نسبت مي.  

R})و ايران  تهران(و )وفرانسه پاريس(و )تركيه و آنكارا({موعهجم) الف(. مثال 3 .2 .1 = 

باشد ، مـثلاً     مي  آن هاي مرتب داخل آكولاد يك عضو     هر يك از زوج   ست و    ا يك رابطه 
R∈)   و يا پاريس   )پاريس و فرانسهR همچنين ايران رابطه   ، فرانسه R     به تهران دارد و 
Rارا نسبت مي دهد تركيه را به آنك  

  :هاي زير يك رابطه است هر يك از مجموعه) ب(        
1.R {(a ,b),( , )}= 43 ،2.f {(x , y) | x , y R , y x }= = +∈ 3 1 ،  

3.g {(x , y) | x , y R ,x y }= + =∈ 2 2
9   

ها توان مفاهيم و احكام مربوط به مجموعه   چون هر رابطه يك مجموعه است، مي       4 .2 .1

  .كار برد بهرا در مورد رابطه 

  :كنيمبه هر رابطه سه مجموعه مهم وابسته است كه در زير تعريف مي 5 .2 .1

   يك رابطه باشد Rفرض كنيم         
 R را حوزه تعريف، قلمرو يا دامنه      Rمجموعه همه مختصات اول عناصر    ) الف(        

  .دهيم نشان ميdomRگفته و آن را با
 گفتـه و آن     R را حوزه مقادير يا برد     Rمجموعه همه مختصات دوم عناصر    ) ب(        

  .دهيم نشان ميRangRرا با
ه و آن را بـا      ـگفت Rدانـ را مي  Rموعه همه مختصات اول ودوم عناصر     مج) پ(        
fldRدهيم نشان مي.  

Rفرض كنيم . مثال6 .2 .1 {( , ) ,( , ) ,( , )}= 4 1 75 3   :  داريم 4
fldR { , , , , }= 3 4 5 7 1     RangR { , , }= 4 1 7     domR { , , }= 5 3 4  
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   تابع 3 .1

د معرفـي   ـشونده مي ـها را كه تابع نامي    ه خاص از رابطه   ـاين قسمت يك دست    در 1 .3 .1

Rرابطه در. آوريمقبل از تعريف دقيق تابع مثالي مي. كنيممي {( , ),( , ) ,( , )}= 65 72 2 6،   
)هاي مرتب زوج , ) R∈2 ) و 5 , ) R∈2   داراي مختص اول يكسانند ولـي مختـصات          6

F دومشان متفاوت است اما رابطه     {( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )}= 2
15 1 52 4 2 صـيت  اداراي اين خ   �

است كه هر دو عضو آن كه مختصات اولشان با هم برابرند مختصات دومشان نيز با هم                 
x)ه عبارت ديگر، اگر   ـبرابرند ب  , y) f∈ و (x ,z) f∈ آنگاه ، y z= .   اي را  چنـين رابطـه

  .تابع گويند
 ، باشـد Bرد آن مجموعـه ـو ب  Aهـ مجموع fبطهار روـفرض كنيم قلم    . تعريف 2 .3 .1

  :م اگر يگوي ميB به A را يك تابع ازfرابطه 
xبراي هر عنصر    ) الف A∈ مانند   )منحصر به فرد  (  عنصريy B∈ داشته باشـد     وجود

x)به طوري كه     , y) f∈      به عبارت ديگر ، f      بايد هر يك از عناصر A  را بـه عنـصري  
  . نسبت دهدB از )منحصر به فرد(

x)اگر  ) ب , y) f∈   و (x ,z) f∈  آنگاهy z= .يعني f      هر يك از عناصر A    را تنها به 
اي از واژه منحـصر بـه فـردي در الـف            قسمت ب نتيجه  . ( نسبت دهد  Bيك عنصر از    

  )است
  :  داريم2 .3 .1دهيم درنشان مي fRو برد آن را با نماد fD را با نماد f قلمرو تابع3 .3 .1

f fD A , R B= =  
 ، تنها يك عنصر مانند      f از قلمرو  xشود كه به ازاي هر       از تعريف تابع معلوم مي     4 .3 .1

y  هست كه (x , y) f∈ .   ًمعمولاy  را مقدار f   در x ناميم و بـه جـاي        مي(x , y) f∈ 
y: نويسيم مي f (x)= .xرا متغير و f (x)را تصوير xتوسط fناميم مي.  

ود، معمـولاً روش    ـشرد آن مشخص مي   ـ و قلمرو و ب    f  يك تابع به وسيله رابطه     5 .3 .1

كننـد، ثانيـاً   خص مـي ه اولاً قلمرو تابع را مش    ـن است ك  ـكلي مشخص كردن يك تابع اي     
 تـابع . دـدهن ـرو به دست مي   ـر عضو قلم  ـه ازاي ه  ـدار تابع ب  ـن مق ـاي براي تعيي  ضابطه

f {(x , x ) | x R} {(x , y) | x R , y x }= − = = −∈ ∈2 1 2 را كه قلمـرو بـرد آن اعـداد          1
f: دهيمحقيقي است به صورت زير نشان مي (x) x , x R= − ∈2 1.     

fتابع         {( , )( , )( , ), ... , ( n ,n )}= 2
1 91 2 4   داد طبيعيـرد آن اعـه قلمرو و بـ را ك3



5   و تابع     رابطه

f: توان به صورت زير نشان داداست مي : N N , f (x) x=→ 2.   

 ـ ـ را اختي  5 و 4، 3 ، 2، 1هايي برابر    طول xر  ـفرض كنيم متغي  . مثال 6 .3 .1  y  و دـار كن

: ه تابع برابـر اسـت بـا         ـن صورت ضابط  ـاي د در ـ باش xه ضلع   ـايي ب ـهعـمساحت مرب 

y f(x) x= = f:  و داريم 2 {( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )}= 1 9 161 2 4 3 4 5 25.  
f  رابطه .الـ مث 7 .3 .1  {( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )}= 2 7 11 2 4 3 ريم روشـن   ـگي را در نظر مي    4

fD:است كه { , , , }= 21 3 fR و 4 { , , , }= 42 7 1 .  
 نـسبت   fتوسط fRهـه يك عنصر از مجموع    ـب فقط   fDصر از مجموعه  ـهر عن         
 ـ   fودن رابطه ـبال، تابع   ـن مث ـدر اي  . يك تابع است   fده است، پس  ـداده ش  ررسي ـ بـا ب

 براي  ،اي تعريف شده باشد   ه با ضابطه  ـاما وقتي يك رابط   . ام گرفت ـهاي مرتب انج  زوج
 رابطـه  :شويمع متوسل مي  ـف تاب ـه تعري ـه، ب ـع هست يا ن   ـه تاب ـتشخيص اينكه آن رابط   

f {(x , y ) | x , y R , x y }= + =∈ 5 4  ـ را در نظر مـي     7  در شـرط الـف      fلاً  او. ريمـگي
x)ثانياً فرض كنيم. كندتعريف تابع صدق مي ,z) f , (x , y) f∈ x : داريم∋ y+ =5 4 7  

xو z+ =5 4 xيا   7 z x y+ = +5 4 5 yپس. 4 z=    در نتيجه f      در شرط ب تعريف تابع 
  . يك تابع استfكند يعنينيز صدق مي

  :به نموار پيكاني اين رابطه كه در زير رسم شده است توجه كنيد         

  
  1 .1شكل 

د  نسبت ده ـ  ار ه هر عنصر از قلمرو عنصر يكتايي از برد        ـ گفتيم كه هر تابع بايد ب      8 .3 .1

ه طـوري كـه ورودي ايـن       ـه عنوان يك ماشين در نظر گرفت ب       ـتوان ب لذا هر تابع را مي    
  .ماشين عناصر قلمرو تابع و خروجي آن اعضاي برد تابع هستند
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  .كداميك از روابط زير يك تابع است ؟ دليل آن را بيان كنيد . تمرين9 .3 .1

1 . f {( , ) ,( , ) ,( , )}= 2 4
2 1

1 3
2 2

        2 .g {(x , y ) | x , y N ,x y }= ∈ <2   

3. h {(x , y ) | x , y R , y x }= − =∈ 2 2
9   4. k {(x , y ) | x , y R , y }

x
= =

+
∈

2

3

4

   

y در تابع  هـد ك ـگاهي پيش مي آي    10 .3 .1 f (x)= نقش x  ر ديگري محـول    ـه متغي ـ را ب

fگوييمكنيم، مثلاً وقتي مي    ( x)5   يعنيx5  در نقش x     است و وقتي عبـارت f (x , y)  را 
fبه صورت (a , y)نويسيم يعني نقش ميxرا به aايم محول كرده.  

xfفرض كنيم  . مثال 11 .3 .1 (x)
x

−=
+
1

1
fخواهيم مقادير  ، مي   ( x ) , f ( )− f و � ( x  را  1+(

  تعيين كنيم
( x ) ( x )x xf ( x ) , f ( ) , f ( x)
( x ) x ( x ) x

− + − −− − ++ = = = = − = =
+ + + + + − −
1 1 11 1

1 1
1 1 2 1 1 1

�

�

�

  

   تمرين  12 .3 .1

f اگر.1 (x) x= f عبارت 2 ( x ) f ( )+ −2 2

2
  .درا حساب كني 

f اگر.2 (x) x= −3
f ، نشان دهيد1 (b) f (a)

b ab a
b a

− = + +
−

2 2 .  

f اگر.3 (x) x= f : مطلوبست محاسبه 4− (x ) , f (x ) , f ( )+ +2
4 4 f و4 (f ( ))2 �.  

  

   برابري دوتابع 4 .1

  :گوييم اگر  را برابر ميg وf دو تابع1 .4 .1

f قلمرو آنها برابر باشد، يعني .1 gD D=.  
f از قلمرو مشترك آنها مقدار دو تابع برابر باشند يعنيx به ازاي هر .2 (x) g(x)=.   

x توابع .مثال 2 .4 .1 xf (x)
x
−=

2
g(x) و 2 x= fD برابر نيستند زيـرا    2+ R { }= −   و �

gD R=  اما توابـع    .  يكي نيستندxf (x)
(x )

−=
+

4

2

1

2 1

g(x) و   (x )= −21
1

2
  برابرنـد زيـرا    

f gD D R= R ،f از xه به ازاي هر به علاو = (x) g(x) (x )= = −21
1

2
.  

تعيين كنيد آيا ايـن     . هاي زير دو تابع داده شده است       در هر يك از تمرين     . تمرين 3 .4 .1

  توابع مساوي هستنديا نه ؟

1 .xg(x) , f (x)
x

−= =
−

1
2

2
.  



7   و تابع     رابطه

2 .xg(x) x ( , ) , f (x) x ( , )
xx

+= =
−−

∈ ∈
2

2 1 1
4 7 4 7

2 14 1

  

  

   جبر توابع و انواع توابع 5 .1

باشند توابع جديـد     gD و fD  توابعي با قلمروهاي   g و   fفرض كنيم    . تعريف 1 .5 .1

f g+ ،f g−   ،f.g وf
g

را به ترتيب مجموع، تفاضل، حاصل ضرب و خارج قـسمت            

f و gكنيم و آنها را به صورت زير تعريف ميم مي نامي :  

f g

f g

f g

f g

(f g)(x) f (x) g(x) , x D D

(f g)(x) f (x) g(x) , x D D

(f.g)(x) f (x).g(x) , x D D

f(x)f( )(x) , x D D , g(x)
g g(x)

+ = +

− = −

=

= ≠

∈

∈

∈

∈ �

∩

∩

∩

∩

  

f فرض كنيم. مثال2 .5 .1 (x) x= g(x)و 1− x= −2   

fD {x | x } [ , )= − = +≥ ∞1 1� ، gD {x | x } ( , ]= − = −≥ ∞2 2�  

fبنابراين قلمرو توابع  g+  وf g− و f.gرت است از  عبا:  

 f gD D [ , ) ( , ] [ , ]= + − =∞ ∞1 2 1 2∩ fو قلمرو تابع ∩
g

] برابر است با , )1   :  داريم2

(f g)(x) x x x [ , ]

(f.g)(x) (x )( x) x [ , ]

f x( )(x) x [ , )
g x

±± = − −

= − −

−=
−

∈

∈

∈

1 2 1 2

1 2 1 2

1
1 2

2

  

 نمايش داده مي شـود، بـه        fog با    ، تابع مركب، كه    g و f براي دو تابع   . تعريف 3 .5 .1

(x)(fog) وسيله  f (g(x))= قلمرو آن عبارت است از  شود وتعريف مي:  

fog g fD {x D | g(x) D }= ∈ ∈  
  

f توابع . مثال 4 .5 .1 (x) x= و g(x) x= −2
 ـ  ـبتوا. را در نظر بگيـريـد    1 ر ـع مركب زي

  .همچنين قلمرو آنها را به دست آوريد
              gof)ب                                    fog)الف
  gog)ت                                      fof)پ
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] عبارت است ازfلمروق )+ ) برابر ست باg و قلمرو �∞ , ) R− + =∞ ∞.  

(x)(fog))الف f (g(x)) f (x ) x= − = −= 2 2
1    عبارت است ازfogقلمرو. 1

( , ] [ , )− +∞ − ∞∪1 1  
gof)) )ب )(x) g(f (x)) g( x) x ) x= = − = −= 2

1   عبـارت اسـت از     gofقلمرو.  1
[ )+ fاست كه  f در قلمرو  xمجموعه تمام اعداد   gof توجه كنيد كه قلمرو    �∞ (x)  در
  . باشدgقلمرو

fof)))پ )(x) f (f (x)) f ( x) x ) x= = ==    عبارت است ازfofقلمرو. 4
[ )+ ∞�  

(x)(gog))ت g(g(x)) g(x ) (x ) x x= − = − − = −= 2 2 2 4 2
1 1 1  عبـــارت gogقلمـــرو. 2

)از است , ) R− + =∞ ∞.  

  را gof و fogبـد، توابع مرك ـ  ـانر داده شده  ـل زي ـ در مسائ  g و f توابع . تمرين 5 .5 .1

  .كرده و قلمرو آنها را به دست آوريد تعيين
1.f (x) x , g(x) x= − =1.    

2. x
f (x) x , g(x)

x
+= − = 2 2

3.  

 را يك تابع حقيقـي      f اعداد حقيقي باشند، آنگاه    fاگر قلمرو و برد تابع     .تعريف 6 .5 .1

  .ناميممي

 تـابع . نـاميم  را تابع ثابـت مـي      gاي يكاني باشد   مجموعه g اگر برد تابع   .تعريف 7 .5 .1

g(x) = g:  يك تابع ثابت است و داريم7 ( ) ,g ( ) ,g ( ) ,g ( )− = = − = =1
3 7 7 7 5 7

4
�.  

f :داشته باشيم R در xاگر به ازاي هر  . تعريف8 .5 .1 (x) x=تابع f   را تـابع همـاني 

f ناميم، روشن است كهمي ( ) , f ( ) , f ( )= − = − =5 5
4 4

8 8
� �.   

f تابع .تعريف 9 .5 .1 (x) ax b= حقيقي ثابت هستند يـك      دادـاع b و aه در آن  ـ را ك  +

  .ناميمخطي ميتابع 

داد صحيح نامنفي و بـرد آن      ـتابع فاكتوريل تابعي است كه قلمرو آن اع        .تعريف 10 .5 .1

  :شودداد طبيعي است و با ضابطه زير تعريف ميـاع
(n , )

f (n) n!
... n (n )

=
= =

× × ×

⎧⎪
⎨

>⎪⎩

1 1

1 2 1

�

  

  : به عنوان مثال
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! ! ! != = = × × = = × × × × = �� 1 1 1 3 1 2 3 6 5 1 2 3 4 5 12  
" در مطلق كه آن را بـا      ـتابع ق  .تعريف 11 .5 .1 | | دهـيم تـابعي اسـت بـا         نـشان مـي    "

] و برد Rقلمرو )+   : شود كه با ضابطه زير تعريف مي�∞
x x

| x |
x x

=
−

≥⎧⎪
⎨

<⎪⎩

�

�

  

| :يم  دارxشود كه براي هر عدد حقيقياز اين تعريف معلوم مي x | ≥   و نيز  �

| | , | | ( ) , | |= − = − − = =� �7 7 3 3 3  
yنمودار تابع | x   : رسم شده است 2 .1 در شكل=|

  
  2 .1شكل 

دون توجه بـه     است ب  oدا  ـ مساوي فاصله اش تا مب     xدد  ـاز نظر هندسي، قدر مطلق ع     
|طور كليه ب. جهت آن a b   ).3 .1شكل ( است b وa فاصله بين −|

  

  
  3 .1شكل 

  .قضاياي زير در مورد قدر مطلق برقرارند

,x اگر12 .5 .1 y R∈آنگاه داريم  :  

|)الف x | | x |= | )ب.                         − x | x | x |− ≤ ≤.  
|)پ x | a<اگر و تنها اگر ,a a x a−> < <�.  
| )ت x y | | x | | y |++ | )ث.               ≥ x | | y | | x y |− ≤ −.  

| )ج xy | | x | | y | )چ                     .=| x |x| | , y
y | y |

= ≠ � .  
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 عدد xهاي اعداد حقيقي، براي هر عدد حقيقيبنابر ويژگي : حتابع جزء صحي 13 .5 .1

n  وجود دارد به قسمي كهn صحيح و يكتايي مانند x n≤ <  را nعدد صحيح  . 1+
  .دهيممين نشا [x]ناميم و آن را با نماد ميxجزءصحيح عدد

  . استx بزرگترين عدد صحيح كوچكتر يا مساوي [x]پس        
ت برابر با قسمت صحيح آن      ـر عدد اعشاري مثب   ـبنابراين تعريف، جزء صحيح ه            

د كوچكتر از قسمت صحيح آن      ـدد اعشاري منفي يك واح    ـر ع ـاست و جزء صحيح ه    
  :به عنوان مثال داريم .عدد است

/

/ /

[ ] , [ ] , [ ] , [ ]

[ ] , [ ] , [ ] , [ ]

= = = =

= − = − − = − − = −

� �

� �

3 7 3 4 4 2 1

1
3 8 4 3 2 2 1

3

  

  : نداز او سه ويژگي مهم تابع جزء صحيح عبارت
[x] )الف x [x] +≤ < 1.  
a;  [x براي هر عدد صحيح)ب a] [x] a+ = +  

 )پ
x z

[x] [ x]
x z

+ − =
∈⎧⎪

⎨
∉⎪⎩

�

1

.  

n .تابعتعريف   14 .5 .1 n
nf (x) a x a x ... a−= + + +

�

1

1
 عددي صـحيح و     n را كه در آن    

naوده و ـنامنفي ب  ,...,a
�

aدادي حقيقي و  ـ اع  ≠
�

 ـ      � اي از  د جملـه  ـ است، يـك تـابع چن

ــه ــيnدرجــ ــاميم مــ ــابع .نــ g(x)تــ x x= + −2
4 5 ــه دوم  1 ــابع درجــ ــك تــ  يــ

h(x)وتابع x x= + +3
2   .يك تابع درجه سوم است 3

اي توان به صورت خارج قسمت دوتابع چند جملـه        ه  يك تابع را ب   اگر   .تعريف 15 .5 .1

  .ناميمنوشت، آن را يك تابع گويا مي

جمـع،  ( تابع جبري تابعي اسـت كـه از تعـدادي متنـاهي عمـل جبـري            .تعريف 16 .5 .1

بـر تـابع همـاني و تـابع ثابـت           ) تفريق، ضرب، تقسيم، به توان رساندن و ريشه گـرفتن         

xfتابعمثلاً . حاصل شده باشد (x)
( x x )

+=
+ +

2

2 5

9

3 4 8

  . يك تابع جبري است

  . باشندf در قلمرو−x و xفرض كنيم 17 .5 .1

f، f در قلمروxگوييم اگر به ازاي هر را زوج ميfتابع) الف(تعريف  ( x) f (x)− =.  
f،f در قلمروxگوييم اگر به ازاي هر را فرد ميfتابع) ب( ( x) f (x)− = − .  
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fتابع) لفا .مثال 18 .5 .1 (x) x x= + −4 2
5 6   :گيريم داريم  را در نظر مي3

f ( x) ( x) ( x) x x f (x)− = − + − − = + − =4 2 4 2
5 5 3 5 6   . يك تابع زوج استf پس،.3

g(x) تابع)ب x x x= + −5 3
3 7   داريم  گيريم، را در نظر مي2

g( x) ( x) ( x) ( x) x x x ( x x x) g(x)− = − + − − − = − − + = − + − = −5 3 5 3 5 3
3 7 2 3 7 2 3 7 2  

   يك تابع فرد استgپس، 

h(x) تابع)پ x x x= + − +4 3 2
4 5   :داريم  .گيريم را در نظر مي6

h( x) ( x) ( x) ( x) x x x− = − + − − − + = − − +4 3 2 4 3 2
4 5 6 4 5 6  

  . نه زوج است نه فردhپس، تابع

 ،هاyت به محور  بشود كه نمودار يك تابع زوج نس      معلوم مي  17 .5 .1از تعريف    19 .5 .1

 f)4 .1(در شـكل  . داً مختصات متقارن استـه مبـمتقارن ونمودار يك تابع فرد نسبت ب    
  :  فرد استg  وجزو

  
  4 .1شكل 

  .كه تابع داده شده زوج، فرد، يا هيچكدام است هاي زير، معين كنيددر تمرين 20 .5 .1

1. f (x) ax bx= +3                    2.g(x) ax bx c= + +4 2
   

3. | x |h(x)
x +

=
2

3

1

                         4. k(x) x , x= ≤ ≤�

2
2         

شوند، ازجمله  ز در رياضيات مطرح مي    ـري، توابع متعالي ني   ـر توابع، جب  ـعلاوه ب         
 ــه در زي  ـي، ك تند از توابع نمائي، توابع لگاريتمي و توابع مثلثا        اوابع متعالي عبارت  ت ه ـر ب

  : پردازيمتعريف آنها مي

xfتابع. تعريف 21 .5 .1 (x) a=   آن    را كه درa     شود  فرض مي  1 عددي مثبت ومخالف

xa شود كه هموارهتعريف معلوم مياز اين  .ناميمتابع نمائي مي >    و روابط زير برقرار �



  1رياضيات عمومي      12

  :است 

x )الف y x ya a a +× x )ب                    =
x

a
a

− = 1   

 )پ
x

x y
y

a a
a

−= 
                          

x )ت y x y(a ) a=   

 ددـ باشد منظور از لگاريتم ع ـ     1 ت ومخالف ـ عددي مثب  aمـفرض كني  . تعريف 22 .5 .1

xa به طوري كه   x عددي است مانند     a در مبناي  Nمثبت N= .م  لگاريتN    در مبنـاي 

aرا به صورت N
alogبنابراين داريم  .نويسيم مي :  

N x
alog x a N= =↔ )1(  

  : داريم ) 1(بنابر . مثال 23 .5 .1

log )الف = =↔125 3

5
3 5 log )ب       125 −= − =↔

1

481

3

1
4 3

81
   

a )پ
alog alog )ت                             1= = �

1   

  ) پرين(لگاريتم اعشاري و لگاريتم طبيعي .  تعريف24 .5 .1

a) اختيار كنيم  �1 اگر مبناي لگاريتم را عدد     .1 )= نگاه لگاريتم را لگاريتم اعـشاري                آ �1

logنويسيم پسدر لگاريتم اعشاري عدد مبنا را نمي. گوييممي Nهمان Nlog
�1

  . است
a)1.گيرند مي eمص در رياضيات عالي مبناي لگاريتم را عدد ا        .2 e)=    اين نوع لگاريتم 

N. ناميمرا لگاريتم طبيعي مي
elogرا به صورت LNنويسيم مي.  

a اعداد مثبت و   a و x،y فرض كنيم  .قضيه 25 .5 .1  باشند، در اين صورت روابـط       1≠

  زير برقرارند 

x.y )الف x y
a a alog log log=  )ب                  +

x
y x y
a a alog log log= −   

nx )پ x
a alog n log=         ث(a b

b alog log×  )ج         1=
x
aloga x=   

log اگر.تمرين 26 .5 .1 a=2باشد log
4 25

8
  . به دست آوريدa را بر حسب 

ه باشد تـابع مثلثـاتي      ـ بستگي داشت  xوس  ـه خطوط مثلثاتي ق   ـر تابع را كه ب    ـه 27 .5 .1

ه ـر سينوس، كسينوس، تانژانت و كتانژانت زوايايي را ك ـ        ـ مقادي ه،ـجدول آتي . گوييممي
  .دهدآيند به دست ميمكرر به كار مي

                                                 
 2 /718281828 تا نه رقم اعشارeمقدار تقريبي.  به خاطر اويلر رياضيدان سوئيسي انتخاب شده استeحرف. 1

  .است
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  هاهاي مثلثاتي بعضي از كمانجدول مقادير عددي تابع

cotg tg  cos  sin  

  تابع مثلثاتي
 كمان

  ∞تعريف نشده يا 
�  1  �  �  

+2 3  −2 3  
+ 26

4
 

−6 2

4
  

π
12

  

+2 1  −2 1  +2 2

2
 

−2 2

2
  

π
8

  

3  
3

3
 

3

2
 

1

2
  

π
6

  

1  1  
2

2
 

2

2
  

π
4

  

3

3
 3  

1

2
  3

2
  

π
3

  

−2 1  +2 1  −2 2

2
 

+2 2

2
  

π3
8

  

−2 3  +2 3  
−6 2

4
 

+6 2

4
  

π5
12

  

�  ∞  �  1  
π
2

  

∞  �  −1  �  π  

� ∞ � −1 π3
2

 

∞  �  1  �  π2  
  

ا آشنا  ـدوره دبيرستان با آنه    ر را كه در   ـه، اتحادهاي زي  ـجهت تسهيل در مراجع    28 .5 .1

  :آوريمايد، ميشده

sin ( k ) sin tg ( k ) tg

cos( k ) cos cotg ( k ) cot g

sin ( ) cos sin ( ) cos

cos ( ) sin cos ( ) sin

sin ( ) sin sin ( ) sin

cos ( ) cos cos ( ) cos

+ = + =

+ = + =

− = + =

− = + = −

− = − = −

− = − − =

π θ θ π θ θ⎧ ⎧
⎨ ⎨π θ θ π θ θ⎩ ⎩

π π⎧ ⎧θ θ θ θ⎪ ⎪
⎨ ⎨π π⎪ ⎪θ θ θ θ
⎩ ⎩

π θ θ θ θ⎧ ⎧
⎨ ⎨π θ θ θ θ⎩ ⎩

2

2

2 2

2 2
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tg tg
tg ( )

tg tgsin ( ) sin cos cos sin
tgcos( ) cos cos sin sin sin sin cos
tg

tg
cos cos sin sin cos

tg

sin sin sin cos cos cos tg

±± =
± = ±
± = = =

+

−= − = − = − =
+

= − = − =

α β⎧ α β⎪ α βα β α β α β⎧ ⎪
⎨ ⎨ θα β α β α β⎩ ⎪ θ θ θ

θ⎪⎩

θθ θ θ θ θ
θ

θ θ θ θ θ θ θ

2

2

2 2 2 2

2

3 3

2

4

1

2
2

1

1
2 1 2 2 1

1

3 3 4 3 3 3

∓

∓

tg tg

tg

−

−

⎧
⎪
⎪
⎨

θ θ⎪
⎪ θ⎩

3

2

3

1 3

  

x y x y
sin x sin y sin cos

x y x y
sin x sin y cos sin

sin (x y)
tg x tg y

cos x cos y

sin x sin y [cos(x y) cos(x y)]

cos x cos y [cos(x y) cos(x y)]

sin x cos y [sin (x y) sin (x y)]

cos x sin y [sin (x y) sin (x y)]

tgx tgy

+ −+ =

+ −− =

±± =

= − − +

= + + −

= + + −

= + − −

2
2 2

2
2 2

1

2

1

2

1

2

1

2

cos(x y) cos(x y)
cos(x y) cos(x y)

− − +=
+ + −

  

  : آيند مي دو نابرابري مهم زير درحل مسائل به كار

| sin | | |

| cos | | |−

θ < θ

θ < θ1
  

x و xفرض كنيم . تعريف 29 .5 .1 t+  در قلمرو f گوييم تابع .  باشندf    متناوب با دوره 

t تناوب ≠ fهـمثبتي باشـد ك ـ     كوچكترين عدد  t است هرگاه    � (x t) f (x)+ از ايـن   . =

 ـ        ـشود ك معلوم مي  28 .5 .1تعريف و دستورهاي     اوب ـه توابـع سـينوس و كـسينوس متن

  .است π2دوره تناوب آنها بوده و

f دوره تناوب توابـع  . تمرين30 .5 .1 (x) sin ax= ، g (x) cosax= ، h (x) tgax=  و

k (x) cot g ax=را به دست آوريد .  
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 منحنـي را در يـك دوره        tاوب  ـبراي رسم منحني يك تابع متناوب با دوره تن         31 .5 .1

] تناوب مثلاً  , t]�  ر نمودار  ـدهيم در زي  ال مي ـكنيم، سپس منحني حاصل را انتق      رسم مي
sinسه تابع مثلثاتي ساده  xو cos xو tgxاست رسم شده .  

  
  5 .1شكل 

  
  6 .1شكل 

  
  7 .1شكل 
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   توابع خاص 6 .1

f تابع .تعريف1 .6 .1 : A B→              را يك به يـك گـوييم هرگـاه بـه ازاي هـر x ,x A∈
1 2

 

f :داشته باشيم  (x ) f (x ) x x= =→
1 2 1 2

.   

fبا ضابطه  R به R از fتابع. مثال 2 .6 .1 (x) x= −3
 يك به يك اسـت زيـرا بـه ازاي           1

xهر
1

x و 
2

  : داريمR از

f (x ) f (x ) x x x x x x= − = − = =→ → →3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1  

  :شود به صورت زير بيان كردرا مي 1 .6 .1 .فتعري 3 .6 .1

fتابع : A B→را يك به يك گوييم هرگاه به ازاي هر x ,x A∈
1 2

  :داشته باشيم  
x x f (x ) f (x )≠ ≠→
1 2 1 2  

 تابع.مثال 4 .6 .1
g : R R

g(x) x= −

→⎧⎪
⎨
⎪⎩

2
1

≠يك به يك نيست زيرا −5   در حالي كه 5

f ( ) f ( )= −5 5  
  : توان يك به يك بودن آن را بررسي كرد از روي نمودار تابع مي 5 .6 .1

  

y اگر خط افقي   a=    ه يك  ـد تابع يك ب   ـدر يك نقطه قطع كن     رـ نمودار تابع را حداكث
  .است در غير اين صورت يك به يك نيست

  

  . يك به يك نيستg يك به يك است و تابعf تابع8 .1در شكل         

  
  8 .1شكل 

  : كداميك از توابع زير يك به يك است .تمرين 6 .6 .1

1. f (x) | x |= +4                          2. f (x) x x= + ≤ ≤�

4
2 3   
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3 . 
x

f (x)
x x

=
+

≤⎧⎪
⎨

>⎪⎩

5 2

3 4 2
             4. f (x) sin x x= π π− ≤ ≤

2 2
  

5. f (x) cos x x= ≤ ≤ π� 2  

f تابع .عريفت 7 .6 .1 : A B→   ناميم هرگاه  را پوشا ميfR B=.         بـه عبـارت ديگـر بـه

yازاي هر B∈عضوي مانند x A∈وجود داشته باشد به طوري كه  :y f(x)=.   

fي  با ضابطه  Rبـه Rاز fتابع. مثال 8 .6 .1 (x) x= +3
فـرض  . ريمـگينظر مي  را در    1

yباشد از  f عضو دلخواهي از برد    yكنيم x= +3
xگيريم نتيجه مي   1 y= −3

 زـ و ني  1

f (x) ( y ) y y= − + = − + =3 3
1 1 1  يك عضو از قلمـرو  fيعني براي هر عضو از برد      1

f پس به دست آمد ،fپوشا است .  

gتابع. مثال 9 .6 .1 : R R→  با ضابطهg(x) x= −2
فرض كنـيم   .گيريم  را در نظر مي1

yعضو دلخواهي از برد g از.باشد y x= −2
xگيريمنتيجه مي 1 y= ± از اينجا ،  1+

yه ازاي ـمثلاً ب  = ه عبارت  ـ پوشا نيست ب   g پس ،دـآيه دست نمي  ـ ب x جوابي براي  3−
 است كه تصوير هيچ عضو از       g عضوي از برد     3− پوشا نيست زيرا     g: رياضي گوييم 

  . نيستgقلمرو

  است ؟ير پوشا زكداميك از توابع  .تمرين 10 .6 .1

1 .
x x

f (x) :
x x−

⎧ ≥⎪
⎨

<⎪⎩

3

5

�

�

                  2. 
x x

g(x) :
x x

+

+

⎧ ≥⎪
⎨

<⎪⎩

2

4

1387

1387

�

�

   

  

3 . 
x

| x |h(x) :

x

−⎧ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

�

�

7

1387

                4. 
x x

k(x) :
x x

⎧ ≥⎪
⎨

<⎪⎩

�

�

5

   

  

fتابع  .تعريف 11 .6 .1 : A B→ گيريم را در نظر مي :  

xناميم، هرگاه براي هر را صعودي ميf)الف ,x A∈
1 2

  : داشته باشيم

x x f (x ) f (x )< → <
1 2 1 2

  

x را نزولي مي ناميم، هرگاه براي هر f)ب ,x A∈
1 2

  :  داشته باشيم 

x x f (x ) f (x )< → >
1 2 1 2

  
fتابع .مثال12 .6 .1 : R R→  با ضابطه  f (x) x= +3

xگيـريم از   را در نظر مـي     1 x<
1 2

 

x شودنتيجه مي x<3 3

1 2
x هـ در نتيج x+ +<3 3

1 2
1 f  يعني1 (x ) f (x )<

1 2
   تابعيfسـ پ
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  .است صعودي

f|تابع . مثال 13 .6 .1 (x) x رسم شده است نه صعودي      )9 . 1( كه نمودار آن در شكل     =|

  :است نه نزولي زيرا داريم 

, | | | |− −< <1 2 1 2  
  

  
  9 .1شكل     

  

,يعني f ( ) f ( )− − −< <1 2 1 | از طرفـي  . نزولي نيـست   f پس 2 | | |− − − −< → >2 1 2 1  
−يعني اگر  −<2 fآنگاه1 ( ) f ( )− −>2   . صعودي نيستf پس1

  .تمرين 14 .6 .1

x اگر.1  > f و� (x)
x

=
+ 2

1

1

  f، آنگاه تابع 

   .نزولي است) ب                              .صعودي است) الف
  .نه صعودي است نه نزولي است)  ت.گاهي صعودي است گاهي نزولي است) پ
f آيا تابع ثابت.2 (x) c=صعودي است؟   

  . يك به يك خواهد بودfودي يا نزولي باشد، آنگاه  صعfاگر تابع. قضيه 15 .6 .1

f فرض كنيم  .اثبات * (x ) f (x )=
1 2

x ولي  x≠
1 2

x داشته باشيم  دـ پس باي   x>
1 2

  يـا  

x x<
1 2

x فرض كنيد . x>
1 2

  : اين صورت  صعودي باشد، در  f و

x x f (x ) f (x )=> >
1 2 1 2

  

xفرض كنيم x>
1 2

f:  نزولي باشد، در اين صورت f و  (x ) f (x )<
1 2

.  
fپس در هر حال (x ) f (x )≠

1 2
  . و اين خلاف فرض است

xحالت  x<
1 2

  .شود به همين نحو اثبات مي
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   اگر تابعي يك به يك باشد لزومي ندارد كه صعودي يا نزولي باشد تابع  16 .6 .1

x x

f (x) x

x x

+

= =

−

≤ <⎧
⎪
⎨
⎪ >⎩

�

�

1

1

1

  

 ــ يك ب)رسم شده است) 10 .1(ودار آن در شكل   ـكه نم ( ه صـعودي  ـه يك است ولي ن
  .ست و نه نزوليا

 
  10 .1شكل 

  

 وجود داشـته باشـد بـه طـوري كـه بـراي              M  مانند دديـاگر ع ) الف .تعريف 17  .6 .1

fxرـه D∈، داشته باشيم ، f (x) M≤ آنگاه fناميم را از بالا كراندار مي.  
fx وجودداشته باشد به طوري كه براي هر         Mاگر عددي مانند    ) ب D∈    داشته باشيم ، 

f (x) M≥ انگاه ، fناميم را از پائين كراندار مي.  
fx  وجود داشته باشد به طوري كه براي هر        Mاگر عددي مانند  ) پ   D∈  داشته باشيم  

M f(x) M− ≤   .ناميم را كراندار ميf ، آنگاه ≥
 وجود داشته   k عدد مثبتي مانند     f از دامنه  x كراندار است هرگاه براي هر       fپس        

|باشد به طوري كه  f (x) | k≤.  
  .ناميمكران مي كراندار نباشد آن را بيfاگر ) ت

 در  fودار  ـر باشد نم   از بالا كراندا   fه اگر   ـشود ك معلوم مي  17 .6 .1از تعريف    18 .6 .1

y زير خط  M=  اگر   .دـوش واقع ميf  ودارـن كراندار باشد نم   ـ از پائيf    دربالاي خـط 
y M=  شود و اگر    واقع ميf   كراندار باشد نمودار f     بـين دو خـط y M= و y M= − 

  دهـنشان داده ش 17 .6 .1ور در تعريف ـچهار حالت مذك) 11 .1(در شكل . شودواقع مي
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  .است

  
  11 .1شكل 

  

fتابع) الف . مثال19 .6 .1 (x) sin x=كراندار است زيرا همواره sin x− ≤ ≤1 1.  
fتابع) ب (x) x= +2

x  از پائين كراندار است زيرا همواره 4 +<� 2
4.  

fتابع) پ (x) x= − 2
−x از بالا كراندار است زيرا همواره 4 ≤2

4 4.  

fتابع) ت (x) x=  توجه كنيـد كـه    .  نه كران بالا دارد نه كران پائين پس كراندار نيست          3
y اگر هر دو خط افقي     M=  وجوددارد كـه    fاي روي نمودار     را در نظر بگيريم نقطه     ±

yدر خارج نوار دو خط  M= )نقطه.  واقع مي شود± M ,M )+ +3
1   ! را امتحان كنيد1

  كداميك از توابع زير از بالا كراندار، از پائين كراندار و يا كراندار است؟ . تمرين20 .6 .1

1 .f (x) x , x= + ≤ ≤�

3
1387 2   

2                .g(x) cos x= −3 1   
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3       . 
x x

h(x)
x

−
=

<⎧⎪
⎨

≥⎪⎩

4 1 5

2 5

   

4  .
x

k(x) x x

x

− −

= −

<⎧
⎪ ≤ ≤⎨
⎪ ≤⎩

1387 4

3 4 4

1387 4

  

5 .          
x

signx x

x

−

= =

<⎧
⎪
⎨
⎪ >⎩

�

� �

�

1

1

 ) sign xعلامت : شود  خوانده ميx(  

  

fفرض كنيم 21 .6 .1 : A B→ديديم كه  تابعي يك به يك و پوشا باشد  :  

xبه ازاي هر) الف A∈يك وتنها يك y B∈وجود دارد به طوري كه (x , y) f∈.  

yبه ازاي هر ) ب B∈ يك و تنها يك x A∈ وجود دارد به طوري كه (x , y) f∈.   
gحال رابطه            {(y,x) | (x , y) f }=  يك تـابع    g )ب (گيريم بنابر  را در نظر مي    ∋

  . استA برابرg و و برد B برابرg قلمرو.است

fبراي تابع يك به يك و پوشاي         . تعريف 22 .6 .1 : A B→  تـابع g : B A→   را وارون

f     گفته و آن را با f f :دهيم، پس    نشان مي  1− {(y ,x) | (x , y ) f }− =  كنيد كـه    توجه 1∋

fقلمرو −1
f و برد    fبرد    −1

 نـشان داده    fوارون تابع ) 12 .1(در شكل   .  است f قلمرو  
  .شده است

  

  
  12 .1شكل 
  

   :توجه كنيد كه  23 .6 .1
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fاگر ) الف −1
fن و هم وارf باشدfوارون     . است1−

  .وارون تابعي كه يك به يك و پوشا نباشد تعريف نشده است) ب

f و fتركيب دو تابع ) پ    يك تابع هماني است يعني 1−

(f of ) (x) (fof )(x) x− −= =1 1

   

,x)مـد داري ـباش  fروـي از قلم  ـواهـو دلخ ـ عض xرا اگر ـزي         f (x)) f∈  ا ـ از اينج

( f (x),x) f −∈ f به معني و اين1 ( f (x)) x−   . است، به همين نحو در حالت ديگر1=

x)اگر) ت , y) f∈آنگاه  (y ,x) f −∈ x) هـا دو نقطـ، ام1 , y)و (y ,x) ه خـط ـنسبت ب 
y x=)  ودارـه نم ـد، پس اگر قرين   ـه يكديگرن ـقرين) احيه اول و سوم   نيمساز نy f(x)=     

yرا نسبت به خط  x=به دست آوريم شكل حاصل نمودارf (x)−1است   
gاگر  ) ث : B A→

1
g و    : B A→

2
fنور دو وار   ، ه   : A B→  باشند، آنگاه  g g=

1 2
          

x)زيرا اگـر   .رد است ـن يك تابع در صورت وجود منحصر بف       ويعني وار  , y) f∈   آنگـاه 
(y ,x) g∈

1
y)  و ,x) g∈

2
g يعني  (y) g (y) x= =

1 2
 .  

fبراي محاسبه  ) ج (x)−1 از معادله y f(x)= ، مقدارx را برحسب y  تعيين ميكنيم تـا 

x f (y)−= y را عوض مي كنيم تا     y و   xمعلوم گردد، در اين تابع جاي        1 f (x)−=  به  1
  .دست آيد

f) چ را » وارون«و  » معكوس«در اين كتاب هر دو مورد       . گويند نيز مي  fمعكوس  را   1−
  .به كار خواهيم برد

fاگر  ) ح fورودي تـابع    .   را در حكم يك ماشين تابع در نظر بگيريم            1− −1 ، f (x)  هـا

fهستند و خروجي  −1 ،xها هستند.  
  

  
  

fتابع. مثال 24 .6 .1 (x) x= +3 بـر    صعودي است پس بنا    fتابع. گيريم را در نظر مي    5

  باشـد از   Rعـضو دلخـواهي از     yيك به يك است از طرف ديگـر اگـر          15 .6 .1 قضيه

y x= +3 xشودنتيجه مي 5 (y )= −1
5

3
fو   (x) f [ (y )] (y ) y= − = × − + =1 1

5 3 5 5
3 3

.  
  ن آن معادلهون دارد و براي محاسبه وارو وارf پوشا نيز هست در نتيجهfيعني         
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y x= +3   :داريم  را عوض مي كنيم،y و x حل و جاي xرا نسبت به  5

x ( y ) y (x ) f (x) (x )−= − = − = −→ 11 1 1
5 5 5

3 3 3
  

f وfعدهد كه دو تاب نشان مي13 .1شكل  y  نسبت به خط1− x=اند  قرينه:  
  

  
  13 .1شكل 
  

ر وارون دارند؟ وارون آنهـا را در صـورت وجـود            ـكداميك از توابع زي   . تمرين 25 .6 .1

  ه دست آوريدـب

1. f (x) x f := + →� �
4

2 1  

2. f (x) x f := − →3
5 14 � �     

3. xf (x) f : { } { }
x

+= − −
−

→� �
2 3

1 2
1

     

4. f (x) ( x) f := − →� �
3

1 4  

   وارون تابع نمايي 26 .6 .1

xfتابع (x) a=       را كه در آنa      قلمـرو  . گيريم است در نظر مي    1 عددي مثبت و مخالف
)و برد آن  �اين تابع  , )+   :است  �∞

x يك به يك است زيرا از f)الف xa a=1 x شود نتيجه مي2 x=
1 2

.  

xy باشد از  f عضو دلخواهي از برد      xaپوشا است زيرا اگر      f)ب a=                 بنـابر آنچـه در 

y شودتيم نتيجه ميگف 22 .5 .4
ax log= نيز  و  

y
alogf (x) a y= =  
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xy  از معادله  fبراي محاسبه وارون  . ن دارد و وار fبنابر الف و ب تابع       a= مقدار x ا  ر
  : كنيم، داريم  را عوض ميy وx تعيين كرده سپس جاي yبرحسب

x y x x
a a ay a x log , y log , f (x) log−= = = =→ 1  

xyتابع نمايي          a= و تابع لگاريتميx
ay log=رون يكديگرند وا.  

  .دهيمدر اين قسمت توابع مثلثاتي معكوس را مورد مطالعه قرار مي 27 .6 .1

د كه ايـن    ـدهناند، نشان مي  رسم شده  31 .5 .1ه در   ـنمودار توابع سينوس و كسينوس، ك     

ه ـذا تابع سينوس و كسينوس وارون ندارند، حال ببينيم چ ـ         ـه يك نيستند، ل   ـتوابع يك ب  
sin تا توابعشرايطي لازم است xو cos xداراي وارون باشند .  

xمعادله 28 .6 .1 sin y=    گيريم، واضح است كه      را در نظر ميx− ≤ ≤1 اين معادله با    1

   است،yشمار برايهاي بيشرط فوق داراي جواب

xمثلاً اگر          = 1
2

sin  ، معادله    y = 1
2

y اراي جوابهاي د  = π
6

y  و = π5
6

امـا  .  است
ا كاست بي آنكـه در      ـز آنه زود و يا ا   ـه آنها اف  ـوان ب ـت را مي  π2ر مضرب صحيحي از   ـه

sinهاي معادله سينوس زاويه تغييري حاصل شود يعني جواب y = 1
2

  : اند از  عبارت

k
y k z

k

+
=

+

π⎧ π⎪
∈⎨ π⎪ π

⎩

2
6

5
2

6

  

−x كه   xكنيم كه به ازاي هر      حال شرايطي را اعمال مي             ≤ ≤1 ط يك مقـدار     فق 1

sin از معادله    yبراي   y = 1
2

] را در بازه     y به دست آيد، كافي است        , ]− π π
2 2

بگيريم،  
  :نيمك را چنين تعريف ميyبا در نظر گرفتن شرايط اخير تابع 

y Arcsin x y= − π π≤ ≤
2 2

  

sin عـوآن را وارون تاب    x رو ـوس معكوس نام دارد قلم    ـ، تابع سين   عـن تاب ـاي. ناميم مي

] آن , ]−1 ] و برد آن 1 , ]− π π
2 2

  .تس ا

sinگاهي وارون            x    را با sin x−1  ـ د، ما در  ـدهننشان مي  ر دو  ـن كتـاب از ه ـ    ـاي

sinعلامت x−1 و Arcsin x   نمودار   14 .1 در شكل . استفاده خواهيم كرد sin x−1 
 رسم 

 اين نمودار قرينه نمودار (شده است 
y sin x

x

=

−

⎧
⎪
⎨ π π≤ ≤⎪⎩ 2 2

y نسبت به خط  x=است (.  
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  14 .1شكل 

  

بـراي   شودگفتيم نتيجه مي   23 .6 .1ابر آنچه در قسمت پ      ـبن 28 .6 .1  از تعريف  29 .6 .1

] از xهر , ]−1 sin :داريم  1 (sin x) x− ] از y براي هر و1= , ]− π π
2 2

  : داريم  

sin (sin y) y− =1  

xذكر شد از معادله    28 .6 .1با روش مشابه آنچه در     30 .6 .1 cos y= تابعy Arccos x= 

]را كه قلمرو آن      , ]−1 ]رد آن   ـو ب  1 , ]π�   نمودار  15 .1 در شكل . كنيماست تعريف مي

y (تابع كسينوس معكوس Arccos x= يا y cos x−=   : رسم شده است  )1
  

  
  15 .1شكل 

x معادله از 31 .6 .1 tg y=  وارون تابع y tg x=      را ، كه با Arc tg x    يـا tg x−1  نـشان  

) و برد آن   �كنيم كه قلمرو آن     شود، تعريف مي  داده مي  , )− π π
2 2

 16 .1است، در شكل     
yنمودار Arc tg x= است رسم شده.  
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  16 .1شكل 

  

y وارون تابع   32 .6 .1 Cotg x=   كه با ، ArcCotg x يا  Cotg x−1   شود از   نشان داده مي

xمعادله   Cotg y=   بـرد آن      و �قلمرو تابع كتانژانت معكوس   . آيد به دست مي ( , )π� 

y نمودار  17 .1در شكل . است ArcCotg x= رسم شده است :  
  

  
  17 .1شكل 
  

Cos دارـيم مق ـخواهمي . مثال 33 .6 .1 (Arcsin )3
5

ه دست آوريم، فـرض كنـيم       ـ را ب  

Arc sin x=3

5
sin ، پس  x = 3

5
  ، داريم18 .1توجه به شكل   در نتيجه با

Cosx sin x= − = − =2 9 4
1 1

25 5
  ،  Cos(Arc sin ) cos x= =3 4

5 5
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  18 .1شكل 

  :هاي زير را ثابت كنيد  درستي برابري. تمرين34 .6 .1

1.  sin (Arcsin ) cos (Arccos( ))+ − =1 1

2 2
�  

2. ArcCos ( tg ( ) Arcsin ( tg )+ =π π π− 5 3

4 4 2
  

∗ 3 .sin (Arccos ( ))− =
52

3 3
   

∗ 4. tg (Arcsin ( ))
−− =
3 73

4 7
   

  
  

  خودآزمايي  7 .1

f ي اگر رابطه.1 {( , ) ,( ,a ) ,( , ) ,( a,b)}= − −3 2 3 3 1 a تابع باشد3 b+كدام است ؟   
   -1)ب                                       1) الف
   -2) ت                                        2) پ

  

f كدام زوج مرتب را به تابع      .2 {( , ),( , ),( , )}= −3 1 5 1 1  اضافه كنيم تا يك تـابع يـك         2
  .دست آيده به يك ب

) )الف , )2 ) )ب                                5 , )−5 2   
)) پ , )3 ) )ت                                 2 , )−4 1   

  

f اگر تابع.3 {( ,a ) ,( , ) , (a a ,m)}= − +2
3 2�    كدام است ؟mباشد   فرد�

   -1 و 3) ب                                1 و -3) الف
  -1 و -3) ت                                   1 و 3) پ
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   تابع.4
x

f (x)
x

−
=

∈⎧⎪
⎨

∉⎪⎩

1

1

�

�
   تابعي است 

  فرد ) ب                                   زوج) الف
  نه زوج نه فرد) ت                   هم زوج و هم فرد ) پ

  

y  كداميك از توابع زير با تابع.5 x= ) ي در فاصله1− , ]− ∞    برابر است ؟�

xy )الف
| x |
−=

−

2
1

1
)  ب                        

 
x

| x x |y −=
−

2

1
   

y )پ x x= − +2
2 y )ت                     1 x= − 2

1   
  

f اگر.6 (x) x= x  و1+
g (x)

x
+=
−
1

2
) باشند مقدار f g )( )−2    كدام است ؟3

  2)ب                                       1) الف
  صفر ) ت                                         3) پ

  

  شود ؟ي تعريف نم� در زير رسم شده است كدام تابع روي g وf نمودار.7
f )الف g+                                 ب (fog   

f )پ
g

 
                                      

g )ت
f

 
 

  

  
  

f اگر . 8 (x) x x= + −2
g(x) و 4 x x= − −2

f آنگاه نمودار تابع   4 g×     شـبيه كـدام 
  است؟

  



29   و تابع     رابطه

  
f اگر تابع  .9 : A [ , )−→ 1 f ي با ضابطه  2 (x) x= −1  كـدام   Aي   پوشا باشد مجموعه   2

  است؟

] ) الف , )− 1 1
2

) )ب                                       , ]− 1 1
2

    

] )پ( , )− 1
1
2                             

) )ت , ]− 1
1
2

   
  

f اگر .10 (x) ax b= xfو 3+ (x) +=
3 1

2 
a آنگاه b+كدام است ؟   

    3) ب                                                4) لفا
  1) ت                                      2) پ

  

   است ؟نادرست كدام مورد .11

fاگر) الف (x) x= − 2
g  و1 (x)

x
=

2

gofD  باشند آنگاه1 ( , )= −1 1.   

fاگر) ب (x) x= g(x)  و4− x= fogD  باشند آنگاه2− [ , ]= 2 18.   

g(x)اگر) پ x= و x(fog)(x)
x

=
+1

f باشند آنگاه ( )
x x

=
+2

1 1

1

.   

fاگر) ت (x) x x= g  و3− (x) sin x= )(fog)نگاه باشند آ2 ) =π
6

12
.  
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   است ؟نادرست كدام مورد .12

xyوارون تابع) الف
x

−=
+
1

1
  .است  برابرخودش

kyوارون تابع) ب , k
x

= ≠   . برابر خودش است�

xyاگر تابع) پ
x m

+=
+
m  وارون خودش باشد داريم2 = −1   

yوارون تابع) ت sin x= −2، x− π π≤ ≤
2 2

  . برابر خودش است 
  

   است ؟نادرست كدام مورد .13

] برابرfاگر قلمرو تابع) الف , ]� xy باشد آنگاه قلمرو تابع4 f ( )=
2

]رابر  ب , ]�   . است2
] برابر fاگر قلمرو تابع    ) ب , ]3 y باشد آنگـاه قلمـرو تـابع       5 f(x )= ] برابـر  1+ , ]2 4 

  .است

] برابرfاگر قلمرو تابع ) پ , ]1 1

5 2
y باشد آنگاه قلمرو تابع f ( )

x
= ] برابر1 , ]2   . است5

) به ترتيب برابر   g و   fاگر قلمرو توابع  ) ت , )−∞ ] و 4 , )− ي د آنگـاه دامنـه    ـباشن 3∞+
fتوابع g+ ،f g− وf g×برابر [ , )− 3   .است 4

−x اگر.14 ≤ ≤1 xy  و1 cos−= −π 1

2 2
   باشد كداميك از روابط زير درست است ؟

x)لفا Sin y= x )ب                      2∋ Sin y= 2   

x)پ Sin y=2                          ت(x Sin y= 2   
  

  ؟ نيست كداميك از روابط زير يك تابع .15

| )الف y | x x= − + −2
2 | )ب              1 x | | y |− + = �

2
1    

| )پ x | (y )− + − = �

2 2
1 | )ت             1 y | | x |− + = �

2
1   

  

f اگر .16 (x) Arc tg ( log x gو =( (x) x=       باشـد آنگـاه حاصـل(fog)( )� كـدام   �1
  است؟

π )ب                                 صفر) الف
4

    

π) پ
3                                    

π) ت
2

  
  

fعـ تاب .17 {(a , ) ,( ,b ) ,( ,c )}= − − −� �1 1 2  دارـ، مق ـ  م زوج ـرد اسـت ه ـ   ـم ف ـه  1

a b c+ +2 2 2
  كدام است؟ 

  5) ب                                     3) الف
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  8) ت                                      6) پ
  

xد تابع ـ نشان دهي  .18 [ , )− +∈ ∞8 ،f (x) x= + +2 را   تابع وارون آن   . وارون دارد  8
  .بيابد

  

 تـــابع دهيـــد نـــشان ستنخـــ .باشـــند fقلمـــرو در −x  وx كنـــيم  فـــرض.19 ∗
h(x) f (x) f ( x)= + g تابعي زوج و تابع    − (x) f (x) f ( x)= −  تابعي فرد است و از آنجا    −

صورت مجموع يـك تـابع      ـه  توان ب ارن را مي  ـي متق هـر تابع با دامن   ـنتيجه بگيريد كه ه   

xfرد نوشت، سپس تابع   ـزوج و يك تابع ف     (x)
x

−=
+
1

1
 ـ   ـه   را ب   بع اصورت مجموع يك ت

  .رد بنويسيدـزوج و يك تابع ف
  

f  اگر .20 (x) x= g(x) و 1− x= +2 f هاي باشند هر يك از تابع     1 g و 1− (fog) و 1− −1 

gو of− −1 (fog)ي درستي رابطه ورا به دست آورده 1 g of
− − −=1 1   . را بررسي كنيد1

  

xf  ثابت كنيد تابع.21 (x) log
x

−=
+

1

1
x و ( , )−∈ 1   .تابعي فرد است 1

f د دو تابع  ـ نشان دهي  .22 (x) x x= − g(x)  و  3 x ( x )= −  برابر نيستند ولـي     3
h(x) دو تابع x x= k(x) و3− x ( x )=   . برابرند3−

 . مقايسه كنيد9 .1پاسخ خود را با 

  

   پاسخ سوالات متن 8 .1

)1. 3. 9(. f   و g   و h دـع نيستن ـ تاب، k     تابع است از (x , y) k∈ و(x ,z) k∈ ه ـ نتيج ـ
y بگيريد z=.   

)1. 3. 12 (  

1. x x
Q(x)

+=
2

4

2
b طرف چپ.2                       a

b a
−
−

3 3

  . است، آن را ساده كنيد

3 .f ( ) = �4       f (x ) x=+ 4        f (x ) | x | x=+ =2
4         f (f ( )) =2� �   

)1. 4. 3(   

f برابر نيستند.1 gD D≠                 2. برابرند   

)1. 5. 5(  

1. fogD [ , )= + ∞1                        (fog)(x) x= −1  

   gofD [ , )= + ∞1                         (gof )(x) x= −4
1   
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2. fogD ( , ]= 2�                        

x
(fog)(x)

x
− += 2  

gofD ( , )= + ∞3                   

x
(gof )(x)

x

− +
=

−

2 3 2

3
   

)1. 5. 20(  

1. f2                                    فرد. g زوج   
3. h4                                وج  ز. k نه فرد نه زوج   

)1. 5. 26( .( a )−1
2 5

4
   

sinدوره تناوب  )30 .5 .1( ax و cosax برابر 
| a |

π2   و دوره تناوب tg ax و cot ax برابر 

| a |
πاست .  

)1. 6. 6(   

f  يك به يك نيست.1 ( ) f ( )− =2    يك به يك است.2         2
f يك به يك نيست.3 ( ) f ( )=1    يك به يك است .4           2

f  يك به يك نيست.5 ( ) f ( )= ππ 3

2 2
   

)1. 6. 10 (  

1. fپوشا نيست زيرا f (x) ≥ �               2. g پوشا نيست   
3. h4                                پوشا نيست. kپوشا است   

)1. 6. 14 (  

  .نه نزولي  تابع ثابت نه صعودي است و.2                                          ) ب (.1

)1. 6. 20 (  

f كراندار.1 (x) | f (x) |≤ ≤ → ≤1387 1395 1395   
| كراندار.2 g (x) | ≤    از بالا كراندار .3                         4
  كراندار .5                                        كراندار .4

)1. 6. 25 (  

xf .2                                   وارون ندارد.1 (x)
− +=

3
1 14

5
   

3. xf (x)
x

− +=
−

1 3

2                             
4. xf (x)

− −=
3

1 1

4
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)1. 6. 34(   

Arcsin راهنمايي.1 = π1

2 6
Arccos  و  ( )− = π21

2 3
  

2. Arcsin ( )− = − π
1

2
Arccos  و ( )− = π1   

Arccosقرار دهيد . 3 ( ) x− =2

3
sin و xرا بيابيد .  

Arcsinقرار دهيد . 4 ( ) x− =3

4
  . را بيابيدtgx و 

  

  پاسخ خود آزمايي  9 .1

  )الف (.4                 )ب (. 3                )الف (.2              )الف( .1
f ) ت.6                                           )پ( .5 ( ) g( )−2 3   . را حساب كنيد3
gدر يك نقطه)  پ.7 (x) = f.g ) الف. 8                 � = 4        
f) ب.9 (x)− ≤ <1    )ت (.12                  )ت( .11              )ت (.10 2

   )ب (.16                  )ت( .15               )پ( .14             )الف( .13
f) ب.17 (x) =   . تنها تابعي است كه هم فرد است و هم زوج�

18.f (x) x x− = − −1 2
4 4                  19. x x

f (x)
x x

+= +
− −

2

2 2

1 2

1 1

   

20 .x(fog)− =1
2

  
21. f (x) f ( x)+ − = �                      22. f gD D≠و h(x) k(x)=   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  




